Espacios normados de dimension finita

UNIVERSIDAD DE GRANADA
DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO

Universidad
de Granada

e




Suponemos conocidos los resultados bésicos del espacio nhormado
(&N, 2):

Espacios normados de dimension finita



Suponemos conocidos los resultados bésicos del espacio nhormado
(&N, 2):
o Teorema de complitud. (KN, ||2) es un espacio de Banach.

Espacios normados de dimension finita



Suponemos conocidos los resultados bésicos del espacio nhormado
(&N, 2):
o Teorema de complitud. (KN, ||2) es un espacio de Banach.

« Teorema de Bolzano—-Weirtrass. Toda sucesion acotada en (KN, || |12)
tiene alguna sucesioén parcial convergente.

Espacios normados de dimension finita



Suponemos conocidos los resultados bésicos del espacio nhormado
(&N, 2):
o Teorema de complitud. (KN, ||2) es un espacio de Banach.

« Teorema de Bolzano—-Weirtrass. Toda sucesion acotada en (KN, || |12)
tiene alguna sucesioén parcial convergente.

» Teorema de Heine—Borel. Los conjuntos compactos en (KN, || ||2) son los
conjuntos cerrados y acotados.

Espacios normados de dimension finita



Suponemos conocidos los resultados bésicos del espacio nhormado
(&N, 2):
o Teorema de complitud. (KN, ||2) es un espacio de Banach.

« Teorema de Bolzano—-Weirtrass. Toda sucesion acotada en (KN, || |12)
tiene alguna sucesioén parcial convergente.

» Teorema de Heine—Borel. Los conjuntos compactos en (KN, || ||2) son los
conjuntos cerrados y acotados.

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en un espacio vectorial de
dimension finita son equivalentes.

Espacios normados de dimension finita



Suponemos conocidos los resultados bésicos del espacio nhormado

(K, |] [I2):

o Teorema de complitud. (KN, ||2) es un espacio de Banach.

« Teorema de Bolzano—-Weirtrass. Toda sucesion acotada en (KN, || |12)
tiene alguna sucesion parcial convergente.

» Teorema de Heine—Borel. Los conjuntos compactos en (KN, || ||2) son los
conjuntos cerrados y acotados.

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en un espacio vectorial de
dimension finita son equivalentes.

Puesto que normas equivalentes tienen las mismas sucesiones
convergentes, las mismas sucesiones de Cauchy y los mismos conjuntos
acotados, si X es un espacio de dimension finita se puede hablar sin ninguna
ambigiiedad de convergencia, de acotacion o de sucesiones de Cauchy en
X, sin necesidad de especificar ninguna norma concreta.
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Teorema (Consecuencias del teorema de Hausdorff).

@ Toda aplicacién lineal de un espacio normado de dimension finita en
otro espacio normado es continua.

@ Toda biyeccion lineal entre espacios normados de dimension finita es
un isomorfismo topolégico.

@ Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.
Todo subespacio de dimensién finita de un espacio hormado es cerrado.

@ Toda sucesion acotada de puntos de un espacio normado de dimension
finita tiene alguna sucesion parcial convergente.

@ En un espacio normado de dimension finita los conjuntos compactos
son los conjuntos cerrados y acotados.
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Dada la importancia de la compacidad para resolver multitud de problemas,
nos preguntamos si en un espacio normado de dimension infinita podemos
asegurar la abundancia de conjuntos compactos. La respuesta es bastante
sorprendente.
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@ Sea X un espacio normado y M un subespacio vectorial propio y de
dimensién finita de X. Entonces existe x € Sy tal que dist(x,M) = 1.

@ Sea X un espacio normado y M un subespacio vectorial cerrado propio
de X. Entonces para todo a €]0, 1] existe x € Sy tal que dist(x,M) > a.

SiB(a,r) y B(b,s) son dos bolas cerradas de radios positivos en un espacio
normado, la aplicacion x — b + ¥ (x —a) es un homeomorfismo de B(a,r)
sobre B(b,s). Por tanto, todas las bolas cerradas de radios positivos en un
espacio normado son homeomorfas y, en consecuencia, si una de ellas es
compacta todas son compactas.

Recuerda que un espacio topolégico se dice localmente compacto cuando
todo punto tiene un entorno compacto.En un espacio normado es evidente
que todo entorno de un punto contiene una bola cerrada de radio positivo.Por
tanto, si un espacio normado es localmente compacto, entonces todas las
bolas cerradas son compactos, y también todos los conjuntos cerrados y
acotados son compactos, porque todo conjunto acotado esta contenido en
una bola cerrada.
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Teorema de Riesz.

A) Sea X un espacio normado de dimension infinita, entonces existe una
sucesion {x,} de vectores en la esfera unidad de X, tal que
[[Xn —Xm|| = 1 siempre que n # m. En consecuencia, la esfera unidad,
Sx, Y la bola unidad, Bk, no son compactos, de hecho ninguna bola
cerrada de radio positivo es compacta y, por tanto, los compactos tienen
interior vacio.
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Teorema de Riesz.

A) Sea X un espacio normado de dimension infinita, entonces existe una
sucesion {x,} de vectores en la esfera unidad de X, tal que
[[Xn —Xm|| = 1 siempre que n # m. En consecuencia, la esfera unidad,
Sx, Y la bola unidad, Bk, no son compactos, de hecho ninguna bola
cerrada de radio positivo es compacta y, por tanto, los compactos tienen
interior vacio.

B) Para un espacio normado X equivalen las siguientes afirmaciones:
i) Latopologia de la norma en X es localmente compacta.
i) Los conjuntos cerrados y acotados son compactos.
iii) La bola unidad By es compacto.
iv) La esfera unidad Sy es compacto.
v) X es de dimension finita.
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Dados dos espacios normados X e Y, se llama espacio normado producto
al espacio vectorial X x Y dotado de cualquier norma que induzca la
topologia producto en dicho espacio.
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Sea ahora X un espacio normado y M un subespacio vectorial cerrado de X.
Definiendo

X +M|| =dist(x,M) =inf{||x —m| :meM} =inf{||x+m| :meM}

se obtiene una norma en el espacio vectorial cociente X /M, dicha norma se
llama norma cociente y el espacio X /M con dicha norma se llama espacio
normado cociente . La aplicacion i1: X — X /M definida por r1(x) =x +M
para todo x € X se llama epimorfismo cociente o, simplemente, aplicacion
cociente y es lineal y sobreyectiva.
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Proposicion. Sean X un espacio normado, M un subespacio cerrado propio
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@ Sea Z un espacio normadoy S : X/M — Z una aplicacion lineal,
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Acabamos de ver que la topologia inducida en X /M por la norma cociente es
la topologia cociente, es decir, la mayor topologia en X /M que hace continua
a la aplicacion cociente 1.
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Acabamos de ver que la topologia inducida en X /M por la norma cociente es
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Proposicion. Sean X e Y espacios normadosy T : X — Y un operador

lineal continuo. Sean 17: X — X /M el epimorfismo cociente y
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@ Sea Z un espacio normadoy S : X/M — Z una aplicacion lineal,
entonces S es continua si, y sélo si, Som: X — Z es continua.

Acabamos de ver que la topologia inducida en X /M por la norma cociente es
la topologia cociente, es decir, la mayor topologia en X /M que hace continua
a la aplicacion cociente 1.

Proposicion. Sean X e Y espacios normadosy T : X — Y un operador
lineal continuo. Sean 17: X — X /M el epimorfismo cociente y

T : X /ker(T) — Y el monomorfismo cociente , definido por

T(x +kerT)=T(x) para todo x € X. Se verifica que
@ T es lineal, inyectivo y continuo con H'FH =|TJ.

@ T es un isomorfismo topoldgico de X /ker(T ) sobre T (X) si, y s6lo si,
T o mes una aplicacion abierta de X sobre T(X).
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complementos algebraicos que, salvo trivialidad, no son Unicos.
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Corolario. Sea T : X — Y un operador lineal de un espacio normado X en
un espacio normado Y.

@ SiT(X) es de dimension finita, entonces T es continuo si, y sélo si,
ker(T) es cerrado.

@ SiY es de dimension finita, entonces T es una aplicacion abierta si, y
sélo si, es sobreyectiva.

Recuerda que si X es un espacio vectorial, y M, N, son subespacios de X
talesque X =M +N y MNN = {0}, se dice que X es sumadirecta de My
N, y escribimos X = M & N.En tal caso, cada vector x € X puede escribirse
de manera Unica en la formax =m+nconmeM y neN.Se dice que My N
son espacios complementarios y que cada uno de ellos es un complemento
algebraico del otro.

Como consecuencia de que siempre es posible extender una base de un
subespacio a una base del espacio total, todo subespacio tiene
complementos algebraicos que, salvo trivialidad, no son Unicos.

Un operador lineal P : X — X tal que P? = P se llama un idempotente y
también una proyeccién .
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que cualquier complemento algebraico de M es isomorfo al espacio vectorial
cociente X /M.
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Proposicion. Sea X un espacio vectorial, P : X — X una aplicacion lineal, y M, N
subespacios de X.
@ P es una proyeccion si, y sélo si, | — P es una proyeccion. En cuyo caso se
verifica que P(X) = ker(I —P), ker(P) = (1 —=P)(X) y X =P(X) @ ker(P)
@ Si X =M &N entonces hay una Unica proyeccion P tal que P(X) =My
ker(P) = N. Se dice que P es la proyeccion de X sobre M con ntcleo N.

Sean ahora M y N subespacios vectoriales cualesquiera de un espacio vectorial
Xy consideremos la aplicacion

Y:N—=X/M, Y(x)=x+M VxeN 1)

que es la restricciéon a N de la aplicacion cociente.Es claro que ker(¢) =NNMy
W(N) =N+ M. Por tanto, { es una biyeccion, si, y sélo si, X = M @ N.Deducimos
que cualquier complemento algebraico de M es isomorfo al espacio vectorial
cociente X /M.Ademas, en tal caso, llamando P y Q = | — P alas proyecciones de
X sobre M y N, se verifica que

PLX/MoN, P xHM) =g (Px+Qx +M) = ¢ H{Qx +M) = Qx ¥xeX

2
por tanto, ¢y tom=Q =1-P.
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En las mismas hipétesis, también podemos considerar la aplicaciéon

®:MxN—X, d(x,y)=x+y VY(X,y)eMxN 3)
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En el caso en que X sea un espacio normado y P una proyeccion continua,
se tiene que P(X) = ker(1 —P) y ker(P) son espacios cerrados en X vy, claro
esta, X =P (X) @ ker(P).
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En las mismas hipétesis, también podemos considerar la aplicaciéon
®:MxN—X, d(x,y)=x+y VY(X,y)eMxN 3)

Es claro que ¢ es lineal y ker(®) ={xeM : (x,—x)eM NN}y

®(M x N) =M + N.Por tanto, ¢ es una biyeccion, si, y sélo si,

X =M @N.Ademas, en tal caso, llamando P a la proyeccion de X sobre M y
Q =1—P ala proyeccion de X sobre N, se tiene que la aplicacion inversa de
$ viene dada por

d1:X 5MxN, & 1(x)=(Px,Qx)=(Px,x —Px) ¥xeX @)

En el caso en que X sea un espacio normado y P una proyeccion continua,
se tiene que P(X) = ker(1 —P) y ker(P) son espacios cerrados en X vy, claro
esta, X =P (X) @ ker(P).

Sin embargo, en el caso de los espacios hormados, puede ocurrir que
tengamos un subespacio cerrado, M, que no tenga ningn complemento
algebraico que también sea cerrado, lo que implica que no hay ninguna
proyeccién continua de X sobre M.
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También puede ocurrir que un espacio normado sea suma directa de dos
subespacios cerrados pero las proyecciones correspondientes no sean
continuas.
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correspondencia biunivoca entre subespacios cerrados y proyecciones
continuas.

Se dice que un subespacio cerrado M de un espacio normado X esta
complementado en X cuando existe una proyeccion lineal continua

P : X — X tal que P(X) = M. En tal caso, poniendo N = ker(P) = (1 — P)(X),
se tiene que X =M &N y se dice que X es suma suma topolégico directa
de M y N y cada uno de estos espacios se dice que es un complemento
topoldgico del otro.

Proposicion. Sean M y N subespacios cerrados de un espacio normado X
tales que
X =M @N. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) X =M@®N es suma topoldgico directa de M y N.

ii) La aplicacion @ : N — X /M definida por ¢/(x) = x +M para todo x eN
es un isomorfismo topoldgico.

i) La aplicacién ® : M x N — X definida por ®(x,y) =x +y para todo
(x,y)€eM x N es un isomorfismo topoldgico.
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Proposicion. Sea X un espacio normadoy M C X un subespacio cerrado de
codimension finita. Entonces todo complemento algebraico de M en X es un
complemento topolégico.
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